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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé óíêöèè, çàäàííîé
íåòî÷íî. Àëãîðèòì äèåðåíöèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñðàâíèâàåòñÿ ñ
àëãîðèòìîì íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è àëãîðèòìàìè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â èçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ íà ìîäåëüíûõ
ïðèìåðàõ.
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1 Ââåäåíèå
Çàäà÷à î ÷èñëåííîì äèåðåíöèðîâàíèè óíêöèè, èçâåñòíîé ïðèáëèæåííî, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïðèâîäÿùåé ê íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ [1℄. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïî Òèõîíîâó òî÷íîå ðåøåíèå çàìåíÿþò ïðèáëèæåííûì, êîòîðîå óïðàâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè
α è ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó ïðè îòñóòñòâèè ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé (ïîäðîáíåå î ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ
ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ ñì. â [1, 2, 3℄). Íà ïðàêòèêå ðåãóëÿðèçàöèÿ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ëèáî ê ñãëàæèâàíèþ
èñõîäíûõ äàííûõ â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ëèáî ê ïîäàâëåíèþ âûñîêèõ ÷àñòîò â ñïåêòðå èçìåðåííûõ
äàííûõ. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ øèðèíà ñãëàæèâàþùåãî îêíà èëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ
èëüòðà ñâÿçûâàåòñÿ ñ îæèäàåìûì óðîâíåì øóìà.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ñîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàöèè äèåðåíöèðîâàíèÿ
çàøóìëåííûõ äàííûõ íà ÿçûêå âåéâëåò-ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ñîâìåñòèòü ïðåèìóùåñòâà ðàáîòû â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå. Âåéâëåò-àíàëèç,
ïðåâðàòèâøèéñÿ çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â õîðîøî ðàçâèòûé ðàçäåë óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì.,
íàïðèìåð [4℄), ïîêàçàë ñâîþ ýåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé âñåâîçìîæíûõ ìíîãîìàñøòàáíûõ
ñèãíàëîâ è ïîëåé.
Ïåðâûå ïîïûòêè èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà âåéâëåò-àíàëèçà ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíîé çàøóìëåííûõ
äàííûõ áûëè âûïîëíåíû â ðàáîòàõ [5, 6, 7, 8℄. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäèêà âåéâëåò-äèåðåíöèðîâàíèÿ
îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ îáùåé ïðîáëåìû áåç ïðèâÿçêè ê ñïåöèèêå ñèãíàëà. Ïðè ýòîì ïðîâîäèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå
ñðàâíåíèå âåéâëåò-ðåãóëÿðèçàöèè â çàäà÷å äèåðåíöèðîâàíèÿ çàøóìëåííûõ ñèãíàëîâ ñ äðóãèìè îáùåèçâåñòíûìè
ïîäõîäàìè. Ýåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
2 Måòîäû ÷èñëåííîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ
Ïóñòü óíêöèÿ f(x) èìååò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ g(x), òàê ÷òî
f(x) =
∫ x
0
g(x)dx (1)
1
è îïðåäåëåíà íà íàáîðå òî÷åê xn ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé îøèáêè ξ
f˜n = f(xn) + ξ. (2)
Ïðîèçâîäíàÿ g(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f(x)
g(x) =
∂f(x)
∂x
(3)
è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíà êàê
g˜n =
f˜n − f˜n−1
∆x
, (4)
ãäå ∆x = xn − xn−1.
Â óñëîâèÿõ øóìà îðìóëà (4) ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâîé. Ïðèíèìàÿ äëÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè îöåíêó
|ξ| ≤ A, ìîæíî çàïèñàòü
|gn| ≤
∣∣∣∣f(xn)− f(xn−1)∆x
∣∣∣∣+ 2A/∆x. (5)
Ïðè ∆x→ 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) ñòðåìèòñÿ ê g(x), à âòîðîå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì. Òàê, â ÷àñòíîñòè, åñëè óíêöèÿ çàäàíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5).
2.1 Äèåðåíöèðîâàíèå â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Â òåîðèè îáîáùåííûõ óíêöèé [9℄ ââîäèòñÿ δ-óíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ íåÿâíî êàê∫
∞
−∞
f(x)δ(x)dx =
∫ 0+
0−
f(x)δ(x)dx = f(0), (6)
ãäå f(x) - ãëàäêàÿ óíêöèÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî δ-óíêöèÿ äèåðåíöèðóåìà. Åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îáîçíà÷àåìàÿ δ˙ è íàçûâàåìàÿ
"äóáëåò", îáëàäàåò ñâîéñòâîì
g(x) =
∫
∞
−∞
f(x′)δ˙(x− x′)dx′ =
∫ 0+
0−
f(x− x′)δ˙(x′)dx′. (7)
Îòìåòèì, ÷òî óíêöèÿ δ˙ íå÷åòíà è ñîñðåäîòî÷åíà â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x′.
Ôóíêöèþ δ˙ íàçûâàþò èíîãäà áåñêîíå÷íî ìàëûì äèïîëåì.
2.2 Äèåðåíöèðîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå
Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé [10℄ äèåðåíöèðîâàíèå â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ â
÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóðüå-îáðàçû óíêöèé g è f ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
gˆ(k) = ikfˆ(k), (8)
ãäå fˆ(k) - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
fˆ(k) =
∫
∞
−∞
f(x)e−ikxdx. (9)
Òàêèì îáðàçîì, íàõîäÿ Ôóðüå-îáðàç ñèãíàëà fˆ(k), óìíîæàÿ åãî â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå íà ik è
âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ g(x):
g(x) =
1
2pi
∫
∞
−∞
ik
(∫
∞
−∞
f(x)e−ikxdx
)
eikxdk. (10)
2
Îòìåòèì, ÷òî èëüòð ik èìååò èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó δ˙. Òî åñòü
ik =
∫
∞
−∞
δ˙(x)e−ikxdx. (11)
Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå àëãîðèòìà (10) îò ïðÿìîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ èíîðìàöèÿ î ñèãíàëå
âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè, â òî âðåìÿ êàê äèåðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèåé
ëîêàëüíîé.
2.3 Äèåðåíöèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîñòè, ìåòîä äèåðåíöèðîâàíèÿ íà îñíîâå âåéâëåò-àíàëèçà çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå
ïîëîæåíèå ìåæäó äèåðåíöèðîâàíèåì â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå. Âåéâëåò-
îáðàç èñõîäíîé óíêöèè f(x) åñòü
Wa,b{f} =
∫
ψ∗
(
x− b
a
)
f(x)dx, (12)
ãäå â êà÷åñòâå àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà ψ(x) èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíàÿ èëè äåéñòâèòåëüíàÿ óíêöèÿ,
ëîêàëèçîâàííàÿ êàê â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òàê è â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå, à ïàðàìåòðû a è b îïðåäåëÿþò,
ñîîòâåòñòâåííî, ìàñøòàá è ïîëîæåíèè óíêöèè ψa,b = ψ
(
x−b
a
)
.
Çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåéâëåò-îáðàç óíêöèè g(x) è ïðîâîäÿ äèåðåíöèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì,
ëåãêî ïîëó÷èòü
Wa,b{g} =
∫
∞
−∞
ψ∗a,b(x)g(x)dx = −
∫
∞
−∞
∂ψ∗a,b(x)
∂x
f(x)dx (13)
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíèâ âåéâëåò-ðàçëîæåíèå óíêöèè f(x) ïî ñåìåéñòâó −
∂ψa,b(x)
∂x
, è âûïîëíèâ çàòåì
îáðàòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-ñåìåéñòâà ψa,b(x), ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìóþ óíêöèþ
g(x):
g(x) =
1
C
∫
∞
0+
da
a3
∫
∞
−∞
dbψa,x(b)
(∫
∞
−∞
dxχ∗a,b(x)f(x)
)
, (14)
ãäå χ - àíàëèçèðóþùèé âåéâëåò, ψ - ñèíòåçèðóþùèé âåéâëåò, è C - êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì
C =
1
2pi
∫
∞
−∞
|ψˆ(k)||χˆ(k)|
|k|
dk =
1
2pi
∫
∞
−∞
|ψˆ(k)|2dk <∞. (15)
Âûáîð ïàðû χ è ψ (äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà ñîîòâåòñòâåííî) èç óñëîâèÿ
χ(x) = −
∂ψ(x)
∂x
, (16)
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ψ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ âåéâëåòîì.
Íàïðèìåð, ïàðà óíêöèé χ = (1− x2) exp(−x2/2) è ψ = −x exp(−x2/2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (16). Â
ïðèíöèïå, ëþáîé âåéâëåò, èìåþùèé ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ψ. Íà ïðàêòèêå,
âûáîð êîíêðåòíîé ïàðû âåéâëåòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ñïåöèèêè ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
Â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðó óíêöèé χ = δ˙ è ψ = δ. Ïîäñòàâëÿÿ â
óðàâíåíèå (14) è ðàññìàòðèâàÿ δ-óíêöèþ, êàê ñèíãóëÿðíûé âåéâëåò [4℄, ïîëó÷àåì
g(x) =
∫
∞
−∞
dx′g(x′)δ(x − x′) =
∫
∞
−∞
dx′f(x′)δ˙(x − x′). (17)
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3 åãóëÿðèçàöèÿ àëãîðèòìîâ äèåðåíöèðîâàíèÿ
àññìîòðåííûå âûøå àëãîðèòìû íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè è äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå òðåáóþò
ðåãóëÿðèçàöèè.
3.1 Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ óðàâíåíèÿ ñâåðòêè (7). Ñâåðòêà
ñ àïïðîêñèìèðóþùåé äóáëåò óíêöèåé, øèðèíà êîòîðîé óïðàâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè α, äàåò
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé. Îáîáùåííàÿ óíêöèÿ δ˙ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðåãóëÿðíîé íå÷åòíîé
óíêöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, îáëàñòü ëîêàëèçàöèè êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ îæèäàåìûì óðîâíåì
øóìà. Ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèåé äóáëåòà íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ðàçíîñòè
â ñîñåäíèõ òî÷êàõ. Óñòîé÷èâîñòü ìîæíî îáåñïå÷èòü, óâåëè÷èâ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, â êîòîðûõ
âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòü. Òàêîé ìåòîä èçâåñòåí ñî âðåìåí Íüþòîíà [1℄.
Îäíèì èç ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îöåíêè ïðîèçâîäíîé â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêà
èçìåðåííîãî ñèãíàëà ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì (Õýììèíãà, Âèíåðà è äð. [2, 11℄), ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì
ïðîèçâîäíîé â âèäå êîíå÷íîé ðàçíîñòè (4). Ñãëàæåííûé ñèãíàë íàõîäèòñÿ ïî îðìóëå∫
∞
−∞
f(x′)uα(x− x
′)dx′, (18)
ãäå u - ñãëàæèâàþùåå îêíî, øèðèíà êîòîðîãî óïðàâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì ïàðàìåòðîì α.
Ïðèìåíÿåìîå íà ïðàêòèêå óñðåäíåíèå ïî ñîñåäíèì òî÷êàì ýêâèâàëåíòíî ñãëàæèâàíèþ ïðÿìîóãîëüíûì
îêíîì. ×èñëåííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ñãëàæèâàþùèõ îêîí) áóäåò äàíà íèæå.
3.2 Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå
Êàê àëüòåðíàòèâó ñâåðòêå ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì óìíîæåíèå
íà èëüòð íèçêèõ ÷àñòîò (ÔÍ×) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Èäåàëüíûé ÔÍ× îòñåêàåò âñå ÷àñòîòû, âûøå k0(α).
Ñèãíàë, ïðîïóùåííûé ÷åðåç èäåàëüíûé ÔÍ×, íå áóäåò èìåòü âûñîêèõ ÷àñòîò, òî åñòü áóäåò ñãëàæåííûì.
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äèåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íîé
ðàçíîñòè.
Ìîæíî îáúåäèíèòü â ÷àñòîòíîé îáëàñòè îáå îïåðàöèè - îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïóòåì ïîäàâëåíèÿ
âûñîêèõ ÷àñòîò è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïóòåì óìíîæåíèÿ íà ik. Àëãîðèòì (10) â óñëîâèÿõ øóìà
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, òàê êàê óìíîæåíèå íà ik ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîìó óñèëåíèþ âûñîêèõ ÷àñòîò.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóåòñÿÔÍ× ñ øèðèíîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ, óïðàâëÿåìîé ðåãóëÿðèçèðóþùèì
ïàðàìåòðîì (ïðè α→ 0, ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ
ê òî÷íîìó). Ôîðìà èëüòðà ìîæåò âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî, èñõîäÿ èç ñïåöèèêè çàäà÷è.
Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà èëüòðà: äèåðåíöèðóþùèé èëüòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðîèçâåäåíèå
ik è èäåàëüíîãî ÔÍ×, è äèåðåíöèðóþùèé ãàóññîâ èëüòð - ïðîèçâåäåíèå ik è ãàóññîâà èëüòðà.
3.3 Âåéâëåò-ðåãóëÿðèçàöèÿ
Ïðè èñïîëüçîâàíèè âåéâëåò-àëãîðèòìà âìåñòî ñâåðòêè ñèãíàëà ñ äóáëåòîì âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåéâëåòà χ è ïîñëåäóþùèé ñèíòåç ñ èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåòà ψ.
Èíòåãðèðîâàíèå ïî a íà ýòàïå ñèíòåçà íà ïðàêòèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ îò amin äî
amax. Â ñëó÷àå âûñîêî÷àñòîòíîãî øóìà âûáîð amin íåîáõîäèìî ñâÿçàòü ñ îæèäàåìûì óðîâíåì øóìà. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî a âûáèðàþòñÿ íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíûõ êðèòåðèåâ è
íå ó÷èòûâàþò ïîâåäåíèå óíêöèè è îñîáåííîñòè øóìà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðåèìóùåñòâî
âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ âåéâëåòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëåãêî ðåàëèçîâàòü ëîêàëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ, êîãäà
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ àäàïòèðóþòñÿ ïîä ëîêàëüíûå ñâîéñòâà âåéâëåò-ñïåêòðà, ò.å. amin çàâèñèò îò x.
4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xn
-0.01
0
0.01
0.02
0.03
f n
-1 -0.5 0 0.5 1
xn
-2
-1.5
-1
-0.5
0
f n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b
5
20
35
50
65
80
1
H
2a
L
-1 -0.5 0 0.5 1
b
0.1
1
10
20
40
1
H
2a
L
èñ. 1: Ìîäåëüíûå ñèãíàëû ñ àääèòèâíûì áåëûì øóìîì (ââåðõó) è ñîîòâåòñòâóþùèå âåéâëåò-îáðàçû
(âíèçó).
4 Ïðèìåðû
Âûáîð îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà äèåðåíöèðîâàíèÿ çàâèñèò, áåçóñëîâíî, îò âèäà ñèãíàëà è õàðàêòåðèñòèê
øóìà. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõ õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñèãíàë,
îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíà â âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà (ïåðèîäû õàðàêòåðíûõ êîëåáàíèé
ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû èíòåðâàëà, íà êîòîðîì çàäàí ñèãíàë). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ñèãíàë çàäàí íà íåîãðàíè÷åííîì îòðåçêå èëè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðîáëåì,
ñâÿçàííûõ ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåð âûáðàíà êóñî÷íî-ãëàäêàÿóíêöèÿ.
Ïåðâûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäàííûé íà èíòåðâàëå îò 0 äî 1 ñ øàãîì 0.001 îñöèëëèðóþùèé
ñèãíàë, ìîäóëèðîâàííûé ïî ÷àñòîòå è àìïëèòóäå, èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî îðìóëå
g(x) = sin(2pix(10x+ 10))(1− 1/2 cos(6pix)). (19)
Ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ìîäåëüíîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
g(x) =
{
−2, x ≤ 0
1, x > 0
. (20)
Âòîðîé ñèãíàë áîëåå ãëàäêèé è íå èìååò âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè
ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé. Ýòîò ñèãíàë çàäàí òîëüêî â èíòåðâàëå îò -1 äî 1 è îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îêàçûâàåò ïðÿìîå âëèÿíèå íà äèåðåíöèðîâàíèå.
Äëÿ êàæäîãî èç ìîäåëüíûõ ñèãíàëîâ áûëè ñîðìèðîâàíû íàáîðû òî÷åê fn ïî îðìóëå
fn =
∫ xn
x0
g(x)dx + ξ(µ), (21)
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èñ. 2: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè äèåðåíöèðîâàíèÿ (ïðèìåð 1 - ñëåâà, ïðèìåð 2 -
ñïðàâà) îò øèðèíû îêíà â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: ïðÿìîóãîëüíîå îêíî - ëèíèÿ, ãàóññîâî îêíî - òî÷êè
(ââåðõó); â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå: ïðÿìîóãîëüíûé ÔÍ× - òî÷êè, âåéâëåò-äèåðåíöèðîâàíèå - ëèíèÿ
(âíèçó).
ãäå ξ(µ) - áåëûé øóì ñ óðîâíåì µ ∗ 100% îò ñðåäíåãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ óíêöèè.
Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà èñ. 1. Óðîâåíü øóìà ñîñòàâëÿë 30% äëÿ ïåðâîãî ñèãíàëà
(èñ. 1, ñëåâà) è 10% äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîãî ïðèìåðà (èñ. 1, ñïðàâà). Â âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåéâëåò-îáðàçîâ (èñ. 1, âíèçó) íàáëþäàþòñÿ íåðåãóëÿðíûå ñòðóêòóðû, âûçâàííûå äîáàâëåíèåì øóìà.
Ìàññèâû çíà÷åíèé fn èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé gn ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè
è ñðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé g(xn). Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà (ÑÊÎ) äèåðåíöèðîâàíèÿ
îïðåäåëÿëàñü ïî îðìóëå [2℄
σ =
√∑
n(gn − g(xn))
2∑
n g(xn)
2 , (22)
ãäå g(xn) - çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ìîäåëüíîãî ñèãíàëà â òî÷êàõ xn, gn - ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàëèñü ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:
Ïðÿìîóãîëüíîå îêíî â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå + êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü. Ñèãíàë óñðåäíÿëñÿ ïî ñîñåäíèì
òî÷êàì è çàòåì ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íîé ðàçíîñòè äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
øèðèíû îêíà, ìèíèìèçèðóþùåå σ, îïðåäåëÿëîñü ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà òî÷åê, ïî êîòîðûì
ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå, è ïîñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
øèðèíû îêíà èìååò çíà÷åíèå 0.018 äëÿ ïåðâîãî ñèãíàëà è 0.14 - äëÿ âòîðîãî ñèãíàëà. Ìèíèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ σ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1. ðàè÷åñêè çàâèñèìîñòü σ îò øèðèíû îêíà ïîêàçàíà íà èñ. 2.
àóññîâî îêíî â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå + êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëîñü
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå øèðèíû ãàóññîâà îêíà (íà óðîâíå ïîëîâèíû îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ). Îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå øèðèíû îêíà ðàâíî 0.011 äëÿ ïåðâîãî ñèãíàëà è 0.31 - äëÿ âòîðîãî ñèãíàëà. Ìèíèìàëüíûå
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Ìåòîä Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå σ
Ïðèìåð 1 Ïðèìåð 2
Ïðÿìîóãîëüíîå îêíî 0.42 0.31
àóññîâî îêíî 0.31 0.25
Ôóðüå (ÔÍ×)+êîí.ðàçí. 0.16 0.8
Ôóðüå ãàóññ + êîí.ðàçí. 0.16 0.7
Äèåðåíöèðóþùèé èëüòð 0.18 0.27
Äè.ãàóññ èëüòð 0.3 0.32
Âåéâëåò-ðåãóëÿðèçàöèÿ (Ìîðëå) 0.15 0.2
Âåéâëåò amin = (20 ∗ x+ c)
−1
0.12 -
Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå ýåêòèâíîñòè èëüòðàöèè øóìà ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé.
çíà÷åíèÿ σ - â Òàáëèöå 1. Ñðàâíèâàÿ ãðàèêè çàâèñèìîñòè σ îò øèðèíû îêíà (èñ. 2), ìîæíî âèäåòü,
÷òî ãàóññîâî îêíî äàåò áîëåå òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé, ÷åì ïðÿìîóãîëüíîå.
ÔÍ× â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå + êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû îòñå÷êè
k0, ìèíèìèçèðóþùåå σ, îïðåäåëÿëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû÷èñëÿëîñü FFT ñèãíàëà, îòáðàñûàëèñü
êîýèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòàì k > k0, à çàòåì âûïîëíÿëîñü îáðàòíîå FFT è
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íîé ðàçíîñòè. Çàâèñèìîñòü σ îò k0 ïðåäñòàâëåíà íà èñ.2. ðàè÷åñêè çàâèñèìîñòü
σ îò k0 ïîêàçàíà íà èñ. 2. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå σ, äîñòèãàåìîå ïðè èñïîëüçîâàíèè èäåàëüíîãî èëüòðà
íèçêèõ ÷àñòîò, - â Òàáëèöå 1.
àóññîâ èëüòð â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå + êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü.Ôèëüòð ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ïðÿìîóãîëüíîãî
ÔÍ× íà ãàóññîâ. Çàâèñèìîñòü σ îò øèðèíû èëüòðà â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèëàñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âû÷èñëîñü FFT ñèãíàëà, óìíîæàëèñü êîýèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå íà ãàóññîâ èëüòð, à çàòåì
âûïîëíÿëîñü îáðàòíîå FFT è ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íîé ðàçíîñòè. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå øèðèíû
èëüòðà ðàâíî 32 äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà è 1 - äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà. Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèå σ - â Òàáëèöå 1.
Äèåðåíöèðóþùèé èëüòð â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå. Óìíîæåíèå èäåàëüíîãî ÔÍ× íà ik äàåò
èëüòð ñïåöèàëüíîé îðìû, îñóùåñòâëÿþùèé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îäíîâðåìåííî
ñî ñãëàæèâàíèåì. Òàêîé èëüòð, à òàêæå åãî áëèæàéøèå ðîäñòâåííèêè, èñïîëüçóþòñÿ â òîìîãðàèè äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ àäîíà [2, 12℄. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû îòñå÷êè k0 ðàâíî
32 äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà è 8 - äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà. Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèå σ - â Òàáëèöå 1.
Äèåðåíöèðóþùèé ãàóññîâ èëüòð â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå.Ìîäèèöèðóåì ïðåäûäóùèé èëüòð,
çàìåíèâ èäåàëüíûé ÔÍ× íà ãàóññîâ èëüòð. Óìíîæèâ â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå ãàóññîâ èëüòð íà ik,
ïîëó÷èì èëüòð ik exp(−k2), èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ðàâíà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò ãàóññîâà
îêíà. Âàðüèðóÿ øèðèíó èëüòðà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàáà, ìèíèìèçèðóþùåå
σ. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå øèðèíû èëüòðà ðàâíî 37 äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà è 10 - äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà.
Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ σ ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 1.
Âåéâëåò Ìîðëå â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. àçëîæèì ñèãíàë ïî ìàñøòàáàì, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ
îò âåéâëåòà Ìîðëå â êà÷åñòâå àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà. Äèàïàçîí ìàñøòàáîâ çàäàäèì îò 0.1 äî 0.006,
çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî ñèãíàë ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî ìàñøòàáà âû÷èñëèì ñâåðòêó
ïîëó÷åííûõ âåéâëåò-êîýèöèåíòîâ ñ âåéâëåòîì Ìîðëå è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ìàñøòàáàì îò amax = 0.1
äî amin. Âàðüèðóÿ amin, íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ σ. Çàâèñèìîñòü σ îò amin (ïåðåâåäåííîãî â
÷àñòîòíûé àíàëîã ïî îðìóëå ν = 1/(2amin)) ïðåäñòàâëåíà íà èñ. 2. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ν = 35 äëÿ
ïåðâîãî ïðèìåðà è 7 - äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå σ - â Òàáëèöå 1. Àíàëèç âåéâëåò-
îáðàçà êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà (èñ.1, ñëåâà) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü èíîðìàöèè
ñîñðåäîòî÷åíà â òðåõ êîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü íàêëîííîé ïðÿìîé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
çàäàòü ìèíèìàëüíûé ìàñøòàá â âèäå óíêöèè amin = (10∗x+c)
−1
. Òîãäà ïåðåáîð çíà÷åíèé c äîïîëíèòåëüíî
ìèíèìèçèðóåò σ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ çíà÷åíèÿ c = 42 ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò σ = 0.12, ÷òî çàìåòíî ëó÷øå,
÷åì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå. Äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîãî ñèãíàëà (Ïðèìåð 2)
äîïîëíèòåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ íå ïðîâîäèëàñü, òàê êàê åãî âåéâëåò-îáðàç (èñ.1, ñïðàâà) ñóùåñòâåííî
èñêàæåí âëèÿíèåì øóìà.
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èñ. 3: Ïðîèçâîäíûå ìîäåëüíûõ ñèãíàëîâ, âû÷èñëåííûå àíàëèòè÷åñêèå - ëèíèè; ÷èñëåííàÿ îöåíêà ñ
èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåòà Ìîðëå ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè amin - òî÷êè (ââåðõó). Âåéâëåò-îáðàçû
ïðîèçâîäíûõ ìîäåëüíûõ ñèãíàëîâ (âíèçó).
Íà èñ.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè àíàëèòè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ìîäåëüíûõ ñèãíàëîâ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
äèåðåíöèðîâàíèÿ ìåòîäîì íà îñíîâå âåéâëåòàÌîðëå ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè amin (áåç èñïîëüçîâàíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé îïòèìèçàöèè). Âåéâëåò-îáðàçû ïðîèçâîäíûõ ñèãíàëîâ, ïðèâåäåííûå íà èñ. 3,âíèçó, ïîêàçûâàþò
ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ â çàäàííûõ èíòåðâàëàõ.
5 Îáñóæäåíèå
Àëãîðèòì  èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü óñòîé÷èâîå äèåðåíöèðîâàíèå
â óñëîâèÿõ øóìà. Ëîêàëüíîñòü áàçèñíûõ óíêöèé ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ñèãíàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè èëüòðàöèè â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ (â ìåäèöèíå,
àñòðîíîìèè, ãèäðîäèíàìèêå è ò.ä.). Íàïðèìåð, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Àáåëÿ, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ çàäà÷à
îñåñèììåòðè÷íîé òîìîãðàèè, èìååò ðåøåíèå [12℄
g(r) = −
1
pi
∫
∞
r
dp√
p2 − r2
∂f(p)
∂p
, (23)
ãäå f(p) - èçìåðåííûå ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ïðîåêöèîííûå äàííûå.
Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è òîìîãðàèè ñâîäèòñÿ ê îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ àäîíà,
êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ èçìåðåííîãî ñèãíàëà [2℄
g(x, y) = −
1
2pi2
∫ pi
0
dφ
∫
∞
−∞
dp
p− x sinφ+ y cosφ
∂f(p, φ)
∂p
, (24)
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ãäå f(p, φ) - èçìåðåííûå ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ïðîåêöèîííûå äàííûå.
Â ðàáîòå [14℄ ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî ìåòîä ïîçâîëÿåò ýåêòèâíî ïîäàâèòü
øóìû, âîçíèêàþùèå â ñïåêòðå èç-çà ïðîáåëîâ, è ïîâûñèòü òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñïåêòðà èñõîäíîãî
ñèãíàëà. Ýòîò àëãîðèòì ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ è íà ðàññìàðèâàåìóþ çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé è
ñîñòîèò â ýòîì ñëó÷àå â ñëåäóþùåì. Íà ïåðâîì øàãå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà "äûðÿâûõ"âåéâëåòîâ âû÷èñëÿåòñÿ
âåéâëåò-îáðàçWa,b èñõîäíîé óíêöèè f˜(x), à íà âòîðîì øàãå - ïî îðìóëå (14) âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñêîìàÿ
ïðîèçâîäíàÿ g(x) = f ′(x). Ïðè ýòîì íà âòîðîì øàãå èñïîëüçóþòñÿ ïîëíûå âåéâëåò-óíêöèè χ(x).
Áëàãîäàðíîñòè. àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÔÔÈ-ÍÍÈÎ  03-02-04031,
ÔÔÈ 03-02-16384 è Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãîöåíòðà (ãðàíò PE-009-0). Ñ òàêæå áëàãîäàðåí Óðàëüñêîìó
îòäåëåíèþ ÀÍ (ãðàíò ìîëîäûì ó÷åíûì).
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